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Аннотация. В работе рассматривается .линейные комбинации функций, аналох'ов функции 
Харди, соответствующих L-функциям Дирихле. Исследуется распределение нулей, которые 
лежат на критической прямой =  1/2. Для функций указанши'о типа доказаны утвержде­
ния, аналогичные результатам А.А. Карацубы для дзета-функции Римана.
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1. Введение
Пусть Z(t. ,x ) =  егв^ 'х Ь^ +  it, х )  i ГД° функция 9{t,x )  подобрана так, что Z(t. ,x) 
веществена при вещественных t 11, с. 4851. Пусть далее
G{t) =  ciiZ(t, x i )  +  a2Z(t, x i )  H Ь atZ(t, xi) , (1)
где ci\, a2, ■ ■ ■ ,Щ,- произвольные вещественные числа, ' ' '  ■> Xi ~ примитивные харак­
теры Дирихле но модулям соответственно ki, къ, • • • , ki. Z(t,  х)  представляет собой ана­
лог функции Харди |2, гл. 2|.
В 1991 году А.А. Карацуба |1| поставил и реши.:: своим методом задачу о нижней 
оценке числа нулей нечетного порядка функции G{t) иа отрезке (Т ,Т  +  Я ), где Я  =
_ 27
Тё2+е, £ -  произвольное малое положительное число.
В настоящей работе получены оценки дня числа нулей функции G(t) на почти всех 
промежутках вида (Т ,Т  +  Я ), где Я  =  X £l, X  <  Т  <  2Х, £ i~  сколь угодно малое 
фиксированное положительное число. Доказательства проводятся но схеме работы А.А. 
Карацубы |1|, Пусть [к\,к2, - - -  ,h ] -  наименьшее общее кратное натуральных чисел 
hi, ■ ■ ■ , ki. Доказаны следующие теоремы:
Теорема 1. Пусть е,£\ >  0 -  произвольно малые фиксированные положительные 
числа и К  =  [k\,k2, ■ ■ ■ , к;] ^  3, /3 =  1 /<р(К), X  ^ Х 0(е, £i), Я  =  X £1, X  ^  Т  ^  2Х.  Если 
Е\ -  множество тех Т  из промежутка [X, 2Х\, для которых не выполняется неравенство
N0(T +  Я , х) ~  N0(T, х)  >  CiH  (In T f ~ £ , (2)
то для меры множества Е\ справедлива оценка /li(E i ) ТС Х 1_0,5гГ1.
Теорема 2. Пусть e ,e i  >  0 -  произвольно малые фиксированные положительные 
числа и К  =  [ki,k2,- - -  ,k ]  ^  3, X  ^  X 0(e ,£ i), Я  =  X El, М  =  [Х Я -1]. При m =  
М  +  1 , М  +  2, • • • ,2 М  рассмотрим интервалы вида [■m H ,m H  +  Я]. Тоща в каждом 
из этих интервалов, за исключением не более M 1-0'5ei из них, содержится более чем 
с2Н (Ы Х у 3- £ нулей нечетного порядка функции G(t).
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2. Вспомогательные утверждения.
Дня доказательств теорем нам понадобятся леммы. Эти леммы близки к известным 
леммам |3, с. 1215|,
Пусть £i,£2,hi -  положительные числа с условиями £\ <  0.01, е2 <  1, h\ <  1, г
-  натуральное число, Н  =  X £1. Р  =  Ро =  \J~^- При j  =  ОД) 2 суммы Wj(T)
определяются равенствами:
гТ
И'о(Т) =  Y  е- ( « Ч ё ) )
v A 2Ai \X i J
2
Ai<A2<P
iT / \ \ 2
В Д =  У  а Щ М М  / V )
.  v A 2Ai \ M j
A i < A 2 < P o  £ 2
W2( T ) =  Т  а (Л0 а(Ла) / % у Т е- ( | 1..(Й ))\
1 - ^  VA2A1 \ м )Р0 “ <Ai<At<P
где В ( А) =  ( ( -РА 1)г/*1 — l ) r (ln(PA *)) г , а (А ) — числа из нриближеного функциональ­
ного уравнения дня аналога функции Харди-Сельберга F ( t , x ) |1- с - 490|.
Л ем м а  1. Имеет место неравенство
2 л2Х
V  /  W 2(T) <  r4(l +  8eJ1L " 1)4r^ ( e J 1 +  _ 1^ 12Ь7 ,
где L =  1пХ.
С л ед стви е  1. Пусть 6 -  произвольное положительное число, не превосходящее 1, 
Е\ -  множество таких из интервала [X, 2Х\, для которых 
2
Y ,  Wh T ) ^  f 4 ( X +  8 .-2  1Р ' 1) 4г Л2 (£2 1 +  8 е 2- 2Ь - 1^ 1) 4Х 1- ‘5Я - 1У 12Ь 7 . (3)
3=0
Тогда для меры множества Е х справедлива оценка ц (Е г) <СС X s.
Л ем м а  2. При обозначениях теоремы 2 справедливо неравенство
2 2 М
Y ,  Y ,  W? ( m H ) <  f4 (X +  8е2 l^L - 1)4rh21(£2 1 +  . (4)
i= 0  m = M
С л ед стви е  2. Пусть 6— произвольное положительное число, не превосходящее 1, 
Е\ -  множество таких М  <  m  <  2М , для которых 
2
W j(m H )  >  r4(l +  8eJ1L " 1)4r^ ( ej 1 +  S e ^ L ^ h ^ M ^ H ^ Y ^ L 8 . (5)
3 = 0
Тогда для количества элементов этого множества ii(E i ) справедлива оценка /n(Ei) ТС 
M s.
3. Схема доказательства теоремы 1.
Возьмем в Следствии 15 =  1 — 0.5-Si. Докажем, что дня Т, не принадлежащих множе­
ству Ei, выполняется неравенство (2). Тогда из следствия 1 легко следует утверждение 
теоремы.
Дня Т, не принадлежащих множеству Ei, выполняется неравенство
W 2{T ) +  W 2(T) +  W 2(T) <  r4( 1 +  8 s ^ L - y rh2i ( s ^  +  8s72 lL - lh-ilY H - ^ Y l2L7 . (6)
Посредством символа я  обозначим величину
r2( 1 +  8£72 lL~l )2rhi(£72 l +  8s2 lL - lh i l )2H~°'25Y 6L3-5 .
1) По аналогии с работой |1|, определим функцию
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9 ( 2 +  йm  =  g ( t )
где G(t) определяется равенством (1),
v<Y
/3(и)
а ( и )  ( 1 — если 1 <  v <  Y  =  Я 0'01 ,
In У
0 если v >  Y  ;
1/2
П (1_^ ) при Res > 1 .
v = l  р =  1 (mod К ) Р  /
Посредством Е  обозначим подмножество (Т ,Т  +  Н ), на котором выполняется неравен­
ство
?h\ phi
|F(t  +  Mi +  ... +  мт)| dui...dur >
Ю Jo
phi ph\
F (t  +  Mi +  ... +  ur)dui...dur
ю Jo
Дапее, с.недуя рассуждениям А.А. Карацубы |1| получаем неравенство:
h  + 1‘2 > , (7)
где
h  =
h  = 
h  =
(*h\ rh i
F (t  +  Mi +  • • • +  ur)dui ■ ■ ■ dur ) dt
IE \ J о 
j -T + H
Г  o r
phi rhi
F ( t  +  Mi +  • • • +  ur)dui ■ ■ ■ dur
/о
d t ,
p/ii
|F(t  +  Mi +  • • • +  ur)\diii ■ ■ ■ dur ) dt
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а -  число из отрезка (0 , 1).
2) Дня /3 из |1| имеем оценку снизу
h  >  c4hTH .
3) Для 1\ из |1| имеем оценку сверху
I 2i /a <  {ц {Е))2/а~1 h2rH  (S 0 +  |Wb| +  Г " 0'2) (8)
где
s« =  E
A < P
НА)Г
A
Wq— тригонометрическая сумма из леммы 2.
Сумма So оценивается аналогично тому, как это было сделано в |1 | с учетом леммы 
5 |1, с. 505|:
А < Р А (1пУ)/3
Дня суммы Wq справедливо неравенство (6), поэтому
Wo <  к .
Таким образом из (8)-(10) получаем
h  <  с5 { n { E ) f ~ a/2 ha{ H a/2
In Т а/2
(In Y)i\
4) Подобно тому как это сделано в |1|, дня / 2 получаем оценку сверху
12/а <  Я 2/“-1 ( / 21 +  / 22 +  HT~°-2h2r) ,
где
гт+н
‘ 21
'22 —
IT
г Т + Н
IT
rh 1 rh i
'о Jo
rhi phi
10 Jo
Fi(t +  Mi +  ... +  ur, x)dui...d,Uj
F2(t +  Mi +  ... +  ur, \ )du \...du,
d t ,
d t ,
Fl ( t ,x )  =  2Rev ^ x ) e ^  J ]
\<p^S2
F2( t ,X) =  2ReN/7 0 t)e i*’,(‘ ) £
Po £2< A < P
(9)
(10)
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Дня I 21 справедливо неравенство
2 г
h i  « Я | £ ^ —  ) + № 1 1 , ( 11)
где
^ 1а (А)12
\<р
W\— тригонометрическая сумма леммы 2.
Сумма Ei оценивается аналогично сумме Е0:
S l ^  ( h l f  ' 1^2)
Используя (6), получаем оценку суммы W\:
W \< . я . (13)
Из (11)-(13) следует
/21 <  Н  [ ( — ^  + Xe2ln T  J (1п У ) /3
Аналогично тому, как это было сделано в 3) для оценки Д, дня / 22 получаем нера­
венство
h .  «  H h ?  +  х )  ■ (14)
Таким образом, получаем:
/ 2 <  H ha{ A i ,
л   ( {  8 У  1пТ 2, ЫТ ' ”/2
( b y F  +  kl х  +  52( Ь У р  +  ж
Из ио.нучеииых оценок дня 1\, / 2 н /3 с учетом неравенством (7) найдем нижнюю 
границу дня 11(E). Из этой оценки уже легко будеть следовать, что дня Т  выполняет­
ся (2).
Доказательство теоремы 2 с очевидными изменениями повторяет доказательство 
теоремы 1 .
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ON ZERO D ISTR IB U TIO N  OF LIN EA R CO M BIN ATION S 
OF L-D IRICH LET FU N CTION S LYING ON TH E C R IT IC A L  LINE
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Abstract. Linear combinations of functions which are analogous Hardy’s functions, correspon­
ding L-Dirichlet functions are studied. It is investigated the zero distribution which are on the critical 
line Ks =  1/2. Assertions which are analogous some Karatsuba’s results concerning Riemann’s zeta- 
function have been proved for functions pointed out.
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